Quimica Quantica

Lista de Exercicios

Nota

Muitos dos exercicios que envolvem calculos, graficos, integracdes, etc. Fique a vontade para usar a fantastica

ferramenta disponivel em www.wolframalpha. com.

Fundamentos Histoéricos

1. Na mecénica ondulatéria cldssica (como no caso do som, das ondas de dgua, etc) é possivel gerar ondas
de qualquer frequéncia com qualquer energia. Por exemplo, é possivel gerar um som muito agudo (alta
frequéncia) porém muito pouco intenso (pouca energia). O que muda nesta descricio com a introdu¢éo

da condic3o de energia de Planck, E = hv?

2. Apds polarizar a luz em uma determinada dire¢3o, digamos, z, podemos fazer os seguinte experimento:
Primeiro, podemos passar esse feixe de luz por um polarizador orientado na prépria direcdo z, e obser-
variamos que o feixe passa inalterado, confirmando que todos os fétons tém a mesma polarizagdo. Em
seguida, podemos passar esse mesmo feixe por um polarizador orientado a 45° em relacdo ao eixo z.
Observaremos que apenas 50% dos f6tons passam (a intensidade do feixe diminui em 50%). Mas se
todos os fétons eram iguais, por que uns passaram e outros n3o? Ao aceitar a existéncia dos fétons
e ao atribuir uma polarizagdo para cada féton, temos como escapar de uma interpretacdo puramente

probabilistica para este experimento?

3. Quando dtomos de prata sdo bombardeados através de um campo magnético n3o-uniforme, ocorre a
separa¢do do feixe em dois grupos (experimento de Stern-Gerlach). Descreva o experimento de Stern-
Gerlach sequencial, em que o campo magnético ndo uniforme é usado para separar o feixe em diferentes
orientagdes espaciais. Explique o resultado do experimento com base no principio de incerteza aplicado
as componentes de spin (assuma, simplesmente, que o principio se aplica nesse caso - o que é verdade).

4. Na mecanica ondulatéria cldssica, a energia de uma onda é proporcional ao quadrado de sua amplitude.

E possivel conhecer a energia de uma onda cldssica apenar com uma foto da onda?

5. Na mecanica quéntica, para conhecer a energia de uma onda eletromagnética, vocé precisa conhecer
sua frequéncia, de acordo com a relacdo de Planck. Imagine que vocé “tirou uma foto” de uma onda
eletromagnética em um determinado instante (isto é, mediu sua intensidade em fun¢do da posi¢do).
Vocé veria algo parecido com uma func¢do periddica, um seno, digamos. Apenas com essa foto, é
possivel determinar a energia da onda?

6. Uma foto é uma medida instantdnea da amplitude em funcdo da posicdo. Se, como esperado, vocé
percebeu que a energia da onda quintica n3o pode ser determinada apenas com uma foto (porque
ela nada diz da frequéncia da onda), discuta como fazer um experimento que permita determinar essa
energia. Se uma foto n3o é suficiente, um filme é? A qualidade da medida da energia da onda, agora,

depende do tempo desse filme?

7. Use a andlise anterior para entender como a relagdo de Planck leva a uma das formulagdes do principio
de incerteza, associada a medidas de energia e tempo, AEAt 2 h.

8. Relembre o experimento do efeito fotoelétrico e suas principais implicagdes, no que se refere a: 1) a

existéncia de particulas de luz, 2) a densidade dessas particulas de luz no espaco.



Equacao de Schroedinger (primeira abordagem)

9. A equacdo de uma onda classica, unidimensional, é

0%u 1 0%u

0r2 0?2 012’
em que u = u(x,t) é a equagdo da onda, como fun¢do da posicdo e do tempo. Mostre que u(z,t) =
A cos(wt) sen(kx) é uma solugdo da equacio.

10. Entenda o significado de w e k. E que w pode ser escrito como 27v, onde v é a frequéncia da onda, e

que k = 27/A, onde X é o comprimento de onda.
11. Mostre que v = w/k, e que pode ser interpretado como uma medida da velocidade da onda.
12. Desenhe como a amplitude da onda varia com a coordenada x, para um tempo fixo.
13. Desenhe como a amplitude da onda varia com o tempo, em uma posi¢ao do espaco.

14. Use a solugdo geral com separacdo de varidveis, ¥ (z,t) = ¢ (z)f(t) na equagdo do exercicio 9 mostre

que podemos obter uma equacdo apenas para a parte espacial, com a forma

82 2
% + @) =0

15. Procure, agora efetivamente, resolver a equacdo do exercicio 9. Para isso, use o método da separacio
de varidveis, como o usado no exercicio 14, e encontre solugdes para a parte espacial e para a parte

temporal separadamente.

16. Mostre que na mecénica cldssica o momento de uma particula pode ser calculado por p = /2m[E — V(z)],

onde F é a energia total e V(x) é a energia potencial da particula como fun¢do da posicdo.

17. Usando o resultado do exercicio anterior e a proposta de De Broglie para o comprimento de onda de

uma particula, obtenha a equagdo

W d?
 2mdz?

U(x) + V(2)Y(z) = EY(x)

que corresponde a parte espacial da equa¢do de Schroedinger unidimensional.

Entendendo a equagao de Schroedinger

18. Imagine uma particula confinada em um poco de potencial. O potencial é nulo no intervalo 0 < x < a
e muito alto (infinitamente alto) em = < 0 e em = > a. A particula, portanto, ndo pode ser encontrada
fora do intervalo. Uma solucdo da equacdo da quest3o 17 para este problema é

¢(x):Csen<ga:),O§a:§a

P(x)=0,2<0,2>a

onde C' é uma constante qualquer. Mostre que no interior do poco, a funcdo satisfaz a equacdo, e
determine o valor de energia correspondente. (Fora do pogo a equagdo é trivialmente satisfeita por
(x) = 0 para todo z.)

19. Resolva, agora efetivamente, a equacdo diferencial da questdo 17, obtendo todas as solu¢Ges possiveis,

e suas energias, no caso da particula na caixa.



20.

21.

22,

23.

24.

25,

26.

27.

28.

Desenhe as fun¢des 1 (x) no intervalo 0 < = < a para as oito solu¢des de menor energia.

Desenhe a fungdo 1 (x) no intervalo 0 < & < a para a solugdo que tem a centésima energia, contando

da menor para a maior.

Desenhe a funcio () no intervalo 0 < x < a para a solugdo que tem a milésima energia, contando

da menor para a maior.

Desenhe um diagrama de niveis de energia indique a energia relativa das solucdes de menor energia que
vocé obteve. Discuta como varia a energia das transi¢des entre niveis de energia consecutivos de acordo

com estes niveis de energia.

Agora vamos olhar a equagdo de Schroedinger como um problema de autovalores. Relembremos do que
se trata isto. Considere a seguinte equagdo

2 0 X1 — T

0 1 To X2
onde o vetor Z = (x1,x2) e o nimero real A sdo desconhecidos.

(a) Mostre que o vetor &= (1,0) é solu¢do da equagdo acima para A\, = 2.

(b) Mostre que todos os vetores miiltiplos de ¢ também s3o solucdes da equacdo, para o mesmo valor
de A..

(c) Mostre que o vetor d= (0,1) também é uma solugcdo da equagdo, que todos os miltiplos de d

também sdo solugdes, e que indique qual é o valor de \; correspondente.
(d) Mostre que ¢ e d n3o sdo miltiplos um do outro. Ainda mais, mostre que sdo ortogonais.

(e) Mostre que todos os miiltiplos de ¢ sdo ortogonais a todos os miiltiplos de d.

i 2 0 - - ~
Chamemos de A a matriz 0 . O vetor C e todos os seus multiplos sdo chamados de autovetores

da matriz A, associados ao autovalor A.. O vetor d e todos seus miiltiplos sio chamados de autovetores

da matriz A associados ao autovalor A.

s . 0 .
Quais sdo os autovetores e autovalores da matriz 0 1 ? Mostre que os autovetores associados aos
autovalores diferentes sdo ortogonais.

D . 2 .
Quais s3o os autovetores e autovalores da matriz 5 1 ? Mostre que os autovetores associados aos

autovalores diferentes sdo ortogonais.

Todas as matrizes simétricas tem autovalores reais, e autovetores associados a autovalores diferentes
. ) R : . L a b
ortogonais. Serd que vocé consegue demonstrar isso para a matriz genérica ) ?
C
A equacio da questdo 17 também é uma equacdo de autovalores, que tem propriedades muito parecidas
as que vocé demonstrou nos itens anteriores. Por exemplo, tome as solu¢des da equagdo que vocé obteve
na questdo 19. A cada solucdo corresponde um valor de energia diferente. As solu¢Bes correspondem
aos autovetores da equacdo de Schroedinger, que como sdo fungdes (ndo vetores), sdo chamadas
autofuncoes. A cada autofuncdo corresponde uma energia, que sdo os autovalores da equagdo de

Schroedinger.



29.

30.

31.

(a) Mostre que todos os miiltiplos das solucdes que vocé encontrou também s3o solucBes da equagio
(na verdade, vocé ji deve ter percebido isso ao tentar resolver a equagdo).

(b) Mostre que se vocé escolher duas solugBes distintas (associadas a diferentes energias) quaisquer,

essas solucdes sdo ortogonais. Duas funcdes (reais) s3o ditas ortogonais se

“+o0
| f@gtaydz =0
—o0
Dica: procure quanto vale a integral indefinida [ sen(ax)sen(bx)dz.

A equacdo de Schroedinger para o oscilador harmdnico é, de acordo com a equagdo do exercicio 17,
h? d? kx?
27 - =F
s (@) + () = Eu(o)
onde m é a massa da particula e k é a constante de for¢a do oscilador, portanto, k:x2/2 é sua energia
potencial. Uma solugdo de menor energia desta equagao é

o(x) = (2) i e—a’/2

™

onde oo = /(km/h?).

(a) Mostre que ¥p(x) é uma solugcdo da equagdo.
. : , 1/2
(b) Mostre que a energia associada a g(z) é Eq = 27 (£) /

(c) Mostre que qualquer mdltiplo de 1o(z) é também uma solugdo da equagdo associada ao mesmo
valor de energia.
A operagio
h? d?
H=——-—S+V(x
2m dx? (z)
é chamada de “operador” energia total, ou Hamiltoniano do sistema. Motre que este é um operador

linear, isto é, que se a e b sdo constantes,
H(af(z) + bg(x)) = aH f(x) + bHg().

Imagine que um sistema pode ser escrito como a soma de duas autofuncdes do operador, ou seja,
Y(z) = f(z) + g(z), com Hf(x) = Eff(x) e Hg(x) = Egg(x). O estado 9(x) é uma autofuncdo de
H associada a soma das energias de f(z) e g(z)?

Valores médios esperados e probabilidade

32.

Imagine um oscilador harmdnico classico, isto é, uma massa presa a uma mola, como ilustrado na figura

abaixo.

k

(D@

A constante de forca da mola é k& e a massa do objeto é m. A mola é ideal, ndo ha atrito, e a massa

da mola é desprezivel. Considere que a posicdo da massa tem origem, z = 0, quando a mola estd

totalmente relaxada.



(a) Qual a energia total da mola se a wvelocidade do objeto quando ele passa pela origem é 1 ms=17?

(b) Qual a energia total da mola se k = 1,0 Jm~2 e a distensdo maxima da mola é de 1 m? Para

responder esta pergunta, vocé usa alguma informac3do sobre a velocidade da mola?

(c) O principio de incerteza diz que vocé n3o pode conhecer, com precisdo absoluta, a posigdo e
o momento de uma particula. Em vista deste fato, a energia total de um oscilador harmdnico
quantico poderia ser calculada a partir das informagGes dos exercicios anteriores? As perguntas

anteriores poderiam ser formuladas, da mesma forma, para um oscilador harmdnico quantico?

33. A medida da energia potencial média de um oscilador harménico cldssico pode ser obtida com o seguinte

34.

35.

experimento: Coloque o oscilador dentro de uma caixa (como mostra a figura abaixo). Abra a caixa
rapidamente e anote a posicdo (z) da massa. Faca isso muitas vezes e construa um histograma que
indique a probabilidade de encontrar o oscilador em um intervalo x + Az em funcdo de z. Suponha
que alguém fez este experimento e obteve o histograma abaixo:

Pz +0,5) A

0,27-1---

0,14-
0,07-
0,04
>
Z

Sabendo que a constante de forca do oscilador é k = 1 Jm~2, calcule a energia potencial média do

oscilador, de acordo com o histograma (as distancias estdo em metros).

O mesmo experimento poderia ser feito para um oscilador harmdnico quéntico, ja que vocé pode medir
a posi¢do da particula com a precisdo que quiser. Talvez a sua medida destruisse o oscilador cada vez, e
VOCE precisasse recomecar o experimento com outro oscilador idéntico ao inicial mas, de todas formas,

o mesmo histograma poderia ser construido e vocé poderia calcular a energia potencial média.

H4 duas situacdes distintas na mecanica quantica no que se refere a medida de uma propriedade. Uma
€ aquela em que a funcdo que descreve o sistema é uma autofun¢do do operador associado aquela
propriedade, outra é aquela em que n3o é. Vocé mostrou, no exercicio 29, que a solu¢do de menor
energia é uma autofuncdo do operador Hamiltoniano, associado a um valor de energia preciso, Ej.
Mostre que esta mesma fungdo n3o é uma autofun¢do nem do operador de energia cinética, nem do

operador energia potencial.

Uma das observa¢des do efeito fotelétrico (veja o exercicio 8) é que a corrente, quando é observada
(quando a frequéncia da radiagdo é maior que a frequéncia minima), é proporcional a intensidade
da radiagdo. Na interpretagcdo corpuscular da luz, Einstein sugeriu que a intensidade da radiacao
corresponde a densidade de fétons por volume. Imagine que ha um dnico féton, e que o volume total
em que esse foto pode estar estd divido em dois. Mostre que a densidade de probabilidade de encontrar
o féton em cada metade é equivalente ao niimero de fétons por unidade volume. Estenda o raciocinio
dividindo o espaco em cada vez mais elementos de volume, para entender que a densidade de fétons
por volume é o mesmo que a densidade de probabilidade de encontrar fétons por volume, no caso de

um unico féton.



36.

37.

38.

39.

40.

Mostre, usando o mesmo raciocinio do exercicio anterior, que a densidade numérica de fétons por
unidade de volume, quando hd mais de um féton, é igual a soma das densidades de probabilidades de

encontrar cada féton em cada volume.

A densidade de probabilidade de encontrar um féton em cada regido do espaco é, de acordo com os dois
exercicios anteriores, proporcional a densidade de fétons por volume. Esta, por sua vez, é proporcional
a intensidade da luz, ou seja, ao quadrado da amplitude da onda eletromagnética. Por analogia, a
densidade de probabilidade de encontrar uma particula (como um elétron) em cada regido do espago,
deve ser proporcional ao quadrado da amplitude da onda que descreve a particula na formulacdo de
Schroedinger da mecénica quantica. Qual é a probabilidade de encontrar uma particula em um elemento

de volume dV se a amplitude da onda que descreve a particula é i (z)?

Se ¢(z) é a amplitude da onda que descreve a particula na caixa, qual o valor médio da energia potencial
da particula? Vocé ja sabe o resultado, mas escreva a férmula que corresponde ao célculo, usando a
densidade de probabilidade.

Se ¢ (x) é a amplitude da onda que descreve o oscilador harménico quéntico, na sua solugdo de menor
energia (aquela descrita no exercicio 29), escreva a equagdo integral que permite calcular a energia
potencial média do oscilador. Resolva esta integral (como quiser) e mostre que a energia potencial

média do oscilador corresponde a metade da energia total.

Nos dois casos acima, a aplicacdo do operador (“energia potencial’) correspondia apenas ao produto
da férmula que fornece a energia potencial pela densidade de probabilidade. Em muitos casos isso ndo
é tdo simples. Por exemplo, o operador “energia cinética” corresponde a derivar a funcdo duas vezes.
Vamos entender o que fazer nestes casos. No lugar da funcdo de onda, voltemos aos vetores. Imagine

ue nosso sistema é descrito pelo vetor ¥ = (x1,2z2), e que o “operador’ que deve ser aplicado para
b

. : . 2 :
calcular a propriedade de interesse é uma matriz, A = 0o 1l Ou seja, se & fosse um autovetor da

matriz A, terfamos AZ = AZ, e A seria o valor da propriedade (ver exercicio 24). Agora & n&o é um
autovetor de A. Reveja quais s3o os autovalores de A, ou seja, quais seriam os valores da propriedade

observada se o sistemas fosse descrito por autovetores de A.

(a) Se interpretamos 22 como a probabilidade de obter o valor da propriedade dada por um dos

autovalores, e #3 como a probabilidade de obter a propriedade associada ao outro autovalor, que
conta nos daria a média?

(b) Mostre que a conta acima corresponde a seguinte operag3o:

2 0 1
[xl xz] 01|
2

(c) A conta acima pode ser separada em duas partes: primeiro, aplicamos o operador A no vetor Z.
O resultado é um vetor. Qual? Em seguida, fazemos o produto interno do vetor & com o vetor
resultante da conta anterior.

(d) A interpretacio do quadrado das componentes do vetor Z como probabilidades (como no item

40a) implica uma condi¢3o sobre as componentes do vetor. Qual?

(e) Mostre que a condicdo acima é uma condigdo sobre o produto interno do vetor com ele mesmo,
(&, Z).

(f) Mostre que se & for um autovetor de A, a média do item 40b corresponde ao valor do autovalor

associado a Z.



41. As propriedades dos operadores que representam propriedades na mecanica quantica sao muito parecidas

42.

43.

44.

45.

46.

as propriedades das matrizes diagonais, como a do exercicio anterior, e quase sempre as analogias entre

as duas sdo corretas. Fagamos essa analogia.

(a)

(b)

Se o quadrado de cada componente do vetor é uma densidade de probabilidade, vimos que a soma
desses quadrados tem que ser unitdria. Qual a propriedade das fun¢des de onda que corresponde

a essa propriedade do vetor?

O célculo do valor médio da propriedade, no caso vetorial, consiste em aplicar o operador (a matriz)
no vetor e, em seguida, multiplicar (fazer o produto interno) do préprio vetor com o resultado desta
primeira operacdo. No caso das fungdes, faremos o mesmo: primeiro, apliquemos o operador que
corresponde a propriedade na fung¢do e, em seguida, multiplicaremos a fun¢do pelo resultado desta

primeira operagao:
[ vl Av(e)ds

Agora, no entanto, 1(z) é uma fungdo continua, e o resultado que era uma soma sobre compo-
nentes, se torna uma integral, que é feita sobre todo o espaco (o simbolo 7 indica isso). Reveja
os exercicios 38 e 39 e confirme que n3o haveria nenhum problema em interpreta-los desta forma.

Calcule a energia cinética da particula na caixa, para a solu¢do de menor energia, usando a férmula
acima (ver exercicio 18). Atenc3o: neste caso, a fungdo € uma autofun¢do do operador. Compare
o resultado com a discussdo do item 40f.

Agora, no entanto, podemos calcular o valor médio de propriedades que n3o sdo autofun¢bes do
operador. Calcule o valor médio da energia cinética da solugdo de menor energia do oscilador
harménico (exercicio 29). Mostre que ela corresponde a metade da energia total do oscilador.

Compare com o resultado do item 39 e discuta a consisténcia deste resultado.

Suponha que uma funcdo de onda qualquer pode ser escrita como a combinac3o linear de duas
outras funcdes,

Y(z) = c1f(x) + cag()

e que f(z) e g(x) sdo autofuncio do operador que representa a propriedade que estamos estudando.
Mostre que ¢ e 5 podem ser interpretados como a probabilidade de observar o valor associado

ao autovalor de cada uma das fungdes (contanto que ¢? + c3 = 1).

Calcule o valor médio do momento da particula na caixa, para a solu¢do de menor energia. Lembre-se

que o o operador momento é —ihdl.
X

Calcule o valor médio da posi¢do da particula na caixa, para a solucdo de menor energia. Serd necessario

normalizar a funcdo de onda para obter o resultado.

Calcule o valor médio do momento para qualquer solu¢do do problema da particula na caixa em uma

dimens3o (colocando o resultado em fun¢do do niimero quéntico correspondente). O que acontece com

o valor médio do momento a medida que a energia aumenta?

Calcule o valor médio do momento de um oscilador harmdnico, na solu¢do de menor energia (exercicio

29).

Calcule o valor médio da posicdo da particula de um oscilador harménico, na solucdo de menor energia

(exercicio 29).



Resolvendo a equacao de Schroedinger

47.

48.

49.

50.

51.

52.

A equacdo de Schroedinger, em uma dimens3o, é
h? 92 L0
Mostre que se V' (z, t) ndo é explicitamente dependente do tempo, ou seja, se V(x,t) = V(z), a equagio

pode ser separada em duas equagdes, uma dependente do tempo, outra da coordenada espacial.

A parte temporal da equacio de Schroedinger, quando o potencial ndo é explicitamente dependente do

tempo, tem a forma (como vocé deve ter mostrado no exercicio anterior):

0
iho f(t) = Ef(t)

Resolva esta equagdo e mostre que a energia, F, do sistema, estd associada a frequéncia de oscilagdo
de acordo com a relagdo de Planck (E = hv).

Em trés dimensdes, a parte espacial da equac¢do de Schroedinger é

L) + V(@) = Bu(@).

Mostre que esta equagao pode ser separada em trés equagdes independentes, uma para cada varidvel
espacial, se o potencial puder ser escrito como a soma de trés termos, cada um dependente de uma sé
varidvel, ou seja, se V(&) = V,(x) + V,(y) + V.(z). Para isso, como é habitual, a solugdo ) (Z) deve

ser escrita como um produto das solugdes para cada varidvel.

No caso acima, temos que o operador Hamiltoniano pode ser escrito como uma soma de trés operadores,
cada um atuando sobre uma varidvel, H = H, + H, + H,. Antes de nada, confirme que entendeu isso.
A solucdo estd sendo escrita como um produto de funcdes, cada uma dependente de uma varidvel, ou
seja, (%) = f(x)g(y)h(z). Mostre que, se f(x), g(y) e h(z) sdo solugdes das equagdes associadas
aos operadores da varidvel correspondente (por exemplo, se H, f(x) = E, f(x)), a energia de (%) é a

soma das energias das trés funges.

No caso da particula na caixa, V(&) = 0 dentro da caixa, portanto a condi¢do do exercicio anterior
é trivialmente satisfeita para V, = V,, = V, = 0. Resolva, portanto, uma das equagdes do item 49,

assumindo que a caixa estd definida no intervalo [0, a] para a varidvel de escolha.

Mostre quais sdo as possiveis energias que uma particula na caixa tri-dimensional pode ter. O estado
fundamental (de menor energia) é degenerado? E os outros? O que acontece, qualitativamente, com a

degenerescéncia, a medida que a energia aumenta?

Oscilador Harmoénico e Rotor Rigido

53.

54.

Como deve ser o aspecto aproximado da curva de energia potencial de uma molécula diatémica, em

funcdo da distancia entre os dtomos? Justifique os aspectos principais da curva.
A curva que vocé desenhou no item anterior deve ser parecida a um potencial de Morse,
72
Vir)=D|1- e—a“—’ﬂ

onde D e a s3o constantes, e 7. é a distancia de menor energia. Faca o grafico do potencial de Morse
e confirme que ele corresponde a sua imagem qualitativa do potencial de interacdo entre dois atomos

em uma molécula diatdmica.



55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Calcule a aproximagdo de Taylor de segunda ordem do potencial de Morse em r = r.. Esta é uma aprox-
imac¢do quadratica, portanto, harmdnica. Mostre que a constante de forca deste potencial harmdnico
depende das constantes a e D do potencial de Morse segundo k& = 2Da?.

Faca um grafico (usando alguma ferramenta computacional, como o Wolfram), da diferenca do potencial
de Morse para o potencial harménico que vocé calculou. Para isso, invente valores para as constantes.

Onde o potencial harménico é uma boa aproxima¢do do potencial de Morse?

Escreva as equagdes de movimento cldssicas de duas particulas ligadas por um potencial harmdnico.
Mostre que essas duas equagdes podem ser reduzidas a uma Unica equagdo na forma

d’x _ —k

az = "
onde x é a posicao relativa das particulas e ;1 é a massa reduzida.

Resolva a equacgio do item anterior. Mostre que o periodo da oscilagdo é 27/ /k. Escreva as equacgdes

da frequéncia e da frequéncia angular do oscilador.

Mostre que, se © = x5 — x1,
0? d? 02 d?
Taﬁf(x) = @f@) e (’)Tr:%f(z) = @f(f)
A equagdo de Schroedinger independente do tempo para um sistema de duas particulas sujeitas a um

potencial harménico é

h 02 h 02 k(r —rg)?

—— = VU(x1,22) — — == V(v1,20) + ————V(z1,22) = EV (21,22

2m1 ax% ( I ) 2m2 ax% ( I ) 2 ( I ) ( ) )

onde r = xy — x1, 1o é a distdncia de menor energia potencial e k é a constante de forca do oscilador.
Mostre que, assim como no caso classico, esta equagao pode ser reduzida a uma equag¢do de uma dnica

variavel z = r — rg.

Compre o livro “Introduction to Quantum Mechanics” de Linus Pauling e E. Bright Wilson Jr., da
editora Dover, que é barato e fica bonito na sua biblioteca. Leia as paginas 67 a 73 do livro e entenda a
ideia de como se resolve a equacdo de Schroedinger para o oscilador harménico. Descreva com palavras
e desenhos a ideia geral da resolug3o.

A férmula geral das solugdes da equagdo de Schroedinger para o oscilador harménico é
W, (x) = NoH, (o' /22)e™" /2 0 = 0,1,2, ..

onde o = /ku/h2, N, = (1/v2%0!)(a/m)"/* e H, sio os polinémios de Hermite (encontre seu
significado no seu novo livro). Mostre que as solucdes para v = 0, v = 1 e v = 2 s3o normalizadas,
isto é que a probabilidade de encontrar qualquer distens3o do oscilador é unitéria nos trés casos (use as

ferramentas que quiser para fazer as integrais).

Mostre que as U, (x) descritas no exercicio anterior sdo efetivamente solu¢des da equagdo de Schroedinger
do oscilador harmdnico, para v = 0, v = 1 e v = 2. No processo, descubra a energia de cada uma

destas solucdes.

Desenhe as 5 solugoes de menor energia do oscilador harmdnico quantico. Desenhe o quadrado destas
solugdes, que corresponde a densidade de probabilidade de encontrar o oscilador com cada distens3o.
Discuta quais sdo as distensdes mais provdveis em cada caso, e como isto se correlaciona com: a) a
intuicdo de que as energias menores devem ser mais provéveis; b) com o gréfico da probabilidade de

encontrar o oscilador harménico classico com cada distens3o, do exercicio 33.
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As energias do oscilador harmonico quéntico sdo dadas por
A
E,=h|- =
: (u) w3
Faga um diagrama de niveis de energia. Calcule a diferenca de energia de dois niveis de energia

consecutivos. Discuta como deve ser um espectro de absor¢ao de radiacao de um oscilador harménico

quantico de acordo com esta aproximagao.

O comprimento médio da ligacdo de hidrogénio é de 74 pm, e transi¢cdo vibracional de menor energia
é de 12 kcal mol~!. Mostre qual a probabilidade de que a ligagdo H—H sofra uma distensdo de até
10% de seu valor médio. Faca o mesmo para 20% e 30%. Desenhe a molécula com essas diferentes

distensdes, na mesma escala. A ligagdo covalente na molécula de hidrogénio é rigida?
Repita o exercicio anterior para as moléculas de Oxigénio, Nitrogénio, Cloro e lodo.

Um rotor rigido é formado por duas massas de 10 g e 3 g, separadas por 10 cm por uma haste de massa

desprezivel. Sua frequéncia de rotacdo é 10 Hz e ele ndo estd sujeito a forcas externas.

(a) Qual a velocidade linear de cada massa?
(b) Qual a velocidade angular do rotor?
(c) Qual a energia cinética do rotor? Calcule usando as velocidades lineares calculdas em (a).

d) Qual o momento de inércia do rotor?

)
)
)
)

e) Mostre que a energia cinética pode ser escrita em fungdo do momento de inércia e da velocidade

angular.

(f) Mostre que o momento de inércia pode ser escrito em fun¢do da massa reduzida e da distancia

entre as massas.
(g) Calcule o a energia cinética do rotor usando a velocidade angular e o momento de inércia.

(h) Mostre que a equacdo da energia cinética do rotor em funcdo do momento de inércia e da velocidade
angular é similar em forma a equagdo de uma particula livre. Com essa analogia, defina o0 momento

angular do rotor.

Defina a Hamiltoniana quantica do rotor rigido em coordenadas cartesianas. Por que ela é igual a

Hamiltoniana de um sistema de duas particulas ndo-interagentes? Qual é a diferenga?

Usando o resultado do exercicio anterior, mostre que a Hamiltoniana do rotor rigido pode ser escrita

w2 [ 02 02 02
"2 <a*ay*a>

em que & = (z,y, z) é a diferenca de posicdo das duas particulas do rotor e p é a massa reduzida.

como

Removido.
O Laplaciano em coordenadas esféricas é
10 0 1 0 0 1 0?
v2 - = 2 Y I 06— Y
r2 or (T 8r> * r2sen6 00 (ben 89) * r2sen? (82(;5)
Mostre que, no caso do rotor rigido quantico, a Hamiltoniana em coordenadas esféricas é, portanto,
—h? 1 0 0 1 0?
H=—|—— 0— — (==1].
21 [sen@ 00 <Sen 80) * sen? 6 <8¢2)]

Escreva, assim, a equagdo de Schroedinger para o rotor rigido. Faga explicitas as varidveis da fungio

de onda.
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A solucdo de menor energia do rotor rigido é constante. Mostre que a normalizagdo adequada da fun¢do
resulta em: .
Y(0,0) = ——=
VZ%s

Qual a energia cinética do rotor rigido nesta solu¢do?

Se a solugdo de menor energia do rotor rigido tem energia nula, as particulas estdo paradas. Isto
é consistente com o conhecimento da posicdo dessas mesmas particulas, de acordo com Y (6, ¢) do

exercicio anterior?

Desenhe a densidade de probabilidade de encontrar um angulo 6 em fun¢do de 6, para a solu¢do de

menor energia do rotor rigido.

Desenhe a densidade de probabilidade de encontrar um angulo ¢ em funcdo de 6, para a solu¢do de

menor energia do rotor rigido.

Se vocé escolher um intervalo de angulos ¢ + A¢, pode calcular a probabilidade de encontrar o rotor
rigido com ¢ nesse intervalo. Sem fazer contas, apenas analisando os graficos dos exercicios anteriores,
qual a conta que deve corresponder a probabilidade de encontrar o angulo em um determinado intervalo?

A fungdo Y do exercicio 73 é uma autofuncdo da equacdo de Schroedinger correspondente? Associada

a que autovalor? Verifique.

A segunda funcdo de menor energia do rotor rigido é

3\ 1/2
Y(9,9) = (477) cosf.

Mostre que esta fun¢do é uma autofun¢do da equagido de Schroedinger correspondente, e encontre a

energia associada.

Desenhe a densidade de probabilidade de encontrar o rotor rigido com um angulo 8 em funcio de 6

para a funcdo de onda do exercicio anterior. Faca o mesmo para ¢.

As energias das solugcdes da equagdo de Schroedinger para o rotor rigido sdo dadas pela equacdo

hQ
Ey=—J(J+1),J=0,1,2,...
J 2]— ( + )7 9 Ly 4y
Faca um diagrama de niveis de energia. Calcule a diferenca de energia de dois niveis de energia

consecutivos.

Se, experimentalmente, sé forem observadas transi¢Ges rotacionais entre niveis de energia consecutivos
(o que é aproximadamente verdade), como serd o espectro de absor¢3o rotacional de uma molécula

diatdomica?

Usando os mesmos dados que vocé usou nos exercicios 66 e 67, calcule as frequéncias de rotacdo das
moléculas dos exemplos, e a energia das transicdes rotacionais. Em que faixa de energias (ultravioleta,
visivel, infrafermelho, etc.) estas energias se encontram? Os choques entre moléculas na temperatura

ambiente (kT ~ 0,59 kcal mol~!) podem provocar excitagdes rotacionais?
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Escreva a equacdo de Schroedinger para o atomo de hidrogénio, em coordenadas cartesianas.
O Laplaciano, em coordenadas esférias, é
10 0 1 0 0 1 0?
V2= (r?= —— — [senf— _—
r2 or (T 8r> * r2sen6 00 ( " 89) * r2sen? 6 92¢
Mostre que a equagdo de Schroedinger é separdvel em sua parte radial e em sua parte angular, se
usarmos U (r,0,¢) = R(r)Y (0, ¢).

A parte angular da equacdo de Schroedinger do dtomo de Hidrogénio, que vocé deve ter obtido no
exercicio anterior, deve ter a forma

1 9 Y 1 9%
a Len@@@ <sen989> + senQGW} =pY

onde B é a constante definida pela igualdade entre a parte radial e a parte angular. Mostre que
esta equagdo pode ser novamente separada, em suas componentes dependentes de 6 e ¢, se usarmos

Y(0,¢) = 0(0)2(6).
A dependéncia em ¢ da equagdo acima pode ser escrita na forma
10°® 9
——— = -—m".
D 02
Sugira solugGes para esta equagdo, e mostre quais os valores que m pode assumir.

Faca a normalizacdo das solucbes do item anterior. Escreva explicitamente a solugcdo para m = 0.

Faca o gréfico polar que mostra a simetria angular da amplitude da funcdo de onda em relagdo a ¢ para

o caso m = 0. Explique a constru¢ao deste grafico.

Faca o gréfico polar que mostra a simetria angular da amplitude da funcdo de onda em relacdo a ¢ para

o caso m = 1. Explique a construgdo deste grafico.

Faca o gréfico polar que mostra a simetria angular da amplitude da fungcdo de onda em relagdo a ¢ para

o caso m = 2. Explique a constru¢ao deste grafico.

Do exercicio 86 vocé deve ter deduzido que a dependéncia em 6 da equacdo de Schroedinger para o

atomo de Hidrogénio decorre da solucao da equacao

senf O 00 9 2, 9
5 %seHG%—i—ﬁ sen” 0 = m~”.

A equacdo tem solucdes para 8 = [(I+1), sendo | e m inteiros positivos, com |m| < I. Mostre que uma
fungdo constante é uma solugdo desta equag3o, para um par (qual?) de valores de [ e m especificos.
Deduza qual deve ser o valor dessa constante, dado que 6 pode variar entre 0 e . Lembre-se que o

elemento de arco depende de 6 segundo sen 6.

A forma geral das solu¢Bes da parte angular da equagdo de Schroedinger para o 4tomo de Hidrogénio é

—|m|)! 1/2 m
(S50 Gt Pl (cos 0) cos(ma),  m >0

m — 1/2 m
Y™ (0,9) = [(22:1) ELHB:} Pl| ‘(COS 0), m=0
)l

1/2
[(2z+1) (i=|m] } P™ (cos ) sen(—me¢), m <0

2 (I+|m])!
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onde [ e m podem assumir os valores habituais. Escreva explicitamente as férmulas de Y, Y, Y
e Yl_l. Faca representacdes polares, no espaco, mostrando qual a simetria angular destas fung¢des.
Identifique cada uma das simetrias angulares com as nota¢des que vocé conhece dos orbitais do dtomo
de Hidrogénio. Naturalmente, para resolver este exercicio, vocé precisa procurar qual é a férmula dos

polindmios de Legendre correspondentes.

Usando a defini¢cdo de 3 que decorre da solugdo da parte angular da equagdo de Schroedinger, a equagdo
da parte radial é

i (TQdR@)) %WHU i

2mer? dr dr 2mer2  dweor

—br

Mostre que funcdes da forma Ae sdo solu¢bes da equacdo acima, para um valor de energia E

especifico. Use [ = 0 e mostre qual o valor da constante b.
Normalize a fun¢do proposta acima e deduza o valor da constante A.

As energias, F/, associadas as solu¢bes da equac3do de Schroedinger para o dtomo de Hidrogénio sdo

dadas pela equacgao

e2

Bp=———
8megaon?

comn = 1,2,3... e ag = goh?/(mm.e?). Faga um diagrama qualitativo de niveis de energia. Discuta
o significado fisico do limite da energia quando n — +oc.

A férmula geral das solugdes da parte radial da equagdo de Schroedinger para o 4tomo de Hidrogénio é

1/2 (+3)
Roulr) = — (n—1- 1 2 ple=r/(nao) 2151 2y
2n[(n +0)]3 nag e\ nag

onde L7 () sdo os polinémios de Laguerre. Sabendo que L!(z) = —1, escreva a solugio (completa),
de menor energia, para o dtomo de hidrogénio, U(r, 6, ¢). Use os resultados que precisar dos exercicios

anteriores.

Repita o exercicio anterior e escreva as solugdes as quais corresponde polindmio de Laguerre Li(z) =
—21(2 — ).

Repita o exercicio anterior e escreva as solucdes as quais corresponde o polindmio de Laguerre L3 = —3!.
Para todas as solu¢des que vocé escreveu acima, faca os graficos, qualitativamente:

(a) Da dependéncia radial da amplitude da fun¢do de onda.

(b) Da dependéncia radial da densidade de probabilidade de encontrar o elétron em cada ponto do

espaco.

(c) Da dependéncia radial da probabilidade de encontrar o elétron em um intervalo a uma distancia
determinada do niicleo.

(d) Faca gréficos polares da dependéncia angular destas funcdes.

(e) Faca graficos qualitativos que representem a densidade de probabilidade em trés dimensdes.



