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Forma integrada da cinética de uma reagao unimolecular reversivel
Consideremos a reacdo unimolecular reversivel da forma

k1

A==8B

k2
onde k; e ko sdo as constantes de velocidade das reacBes direta e inversa, respectivamente. Usaremos a
notacdo [A](t) = [A] e [B](t) = [B]. A equacdo diferencial que associa a variagdo na concentragio de A com
0 as concentragdes é

d[A]

~C = kAl - kalB] 1)

ja que A é produzido pela reacdo inversa e consumido pela reac3o direta. A estequiometria da reacdo implica
que a soma das concentracdes de A e B & constante, em particular igual a soma das duas concentra¢des no
instante inicial,

[A] + [B] = [Alo + [Blo

De forma que podemos escrever a concentracdo de B em func3o das concentracdes iniciais e da concentracio
de A,
[B] = [AJo + [BJo — [A]

Substituindo este resultado na Equagdo 1, temos

dA] _
—= = kilA] = ka([Alo + [Blo — [A)

que pode ser rearranjado na seguinte equacio diferencial, dependente apenas da concentracdo de A:
d[A
A — (ko) A~ Ra([Ao + [Bl0)
A solugdo desta equacdo é obtida da seguinte forma: Chamemos d[A]/dt = [A]’, e passemos tudo o que esta
no lado direito para o lado esquerdo:
(A

G ) A~ ka(A F Bl @

Notamos, aqui, que temos uma equacdo da forma
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Y

=-1
ay—b

comy = [A], a = (k1 + k2) e b = ko([A]o + [B]o). A integral é obtida notando que o lado esquerdo é
justamente a derivada do logaritmo de ay — b multiplicada por 1/a,

dy\ _ v
ay—bxa>< dt>_ay—b

1d

1
a@ln(ay—b) = a(

onde y' = dy/dt. Portanto, retomando a equagio do problema,

A’ 1 d
(o + Ra)[A] — kA + (Blo) R gyt T RRAL = Ao+ Blo)}

ou, substituindo na Equacio 2,

o ikz % In{(ky + k2)[A] — k2([Alo + [B]o)} = —1




que se arranja em p
T In{ (k1 + k2)[A] = k2([Alo + [Blo)} = — (k1 + k2)

Integrando em relag3o a ¢ dos dois lados,
In{(k1 + k2)[A] — k2([Alo + [Blo)} = — (k1 + ko)t + C (3)
onde C' &, por hora, uma constante indeterminada. Aplicando a exponencial em ambos os termos,
(k1 + k2)[A] — ka([A]o + [Bg) = e~ (F1h2)i+C = (Cp=hntha)t

E esta equacdo pode ser rearranjada para obter a concentracdo de A em funcdo do tempo e das constantes,

k2 ([Alo + [Blo) e (hithat
Al = 1k 4
Al S R )

No limite de ¢ — oo, temos [A] — [A].4, portanto, com o segundo termo da direita se anulando,

k2([AJo + [Blo)

Aleg =
[]q k1+k2

()

(podemos mostrar que esta é a concentracéo de equilibrio de A por outros argumentos, e faremos isso depois).

Com isto, podemos escrever

A = (Al + e O (©)
Dk + ke

Para determinar a constante e“, voltemos & Equagdo 3, no tempo ¢t = 0, quando [A] = [A]o,

In{ (k1 + k2)[Alo — k2([Alo + [Blo)} = C

logo
e’ = (k1 + k2)[Alo — k2([Alo + [Blo)

ou, dividindo tudo por ki + ks, temos

e ka2 ([Alo + [Blo)
Tk Mo~ k10+k2 )

O altimo termo a direita é' novamente, [‘ ‘]eqv € POde nos substituir eC’/(k‘1 + ]{32) direta nte na Equacéo 7,
para obter me
[ ] [‘ ‘]eq ([/\]0 - [A]eq)e (kl ’kQ)t ( )

Esta é a solucdo que procuramos, que mostra um decaimento exponencial no qual em ¢ = 0 temos [A] = [A]o
e no qual a concentragdo converge para [A]., quando ¢ — .
Concentragoes de equilibrio

Sabemos que a constante de equilibrio é

pelo balan¢o de massas,

portanto




mas também sabemos que a constante de equilibrio pode ser escrita como func¢do das constantes de velocidade

das reacdes,
ko

K =2
k1

entao
ko [Aleg

que pode ser rearranjado em
ko
Aleg = —— (A B
Ales = 7127 (Ao + B))

o que é equivalente ao resultado usado na Equacio 5.

Comportamento no tempo

As solucdes, portanto sio da forma
[A] = [A]eq + ([A]O — [A]eq)e_(k1+k2)t

[B] = [B]eq + ([B]O — [B]eq)e*(’cﬂrkz)t

Que consiste em um sistema no qual as concentragdes de A e B tem valores iniciais [A]o e [B]o e convergem para
tempos grandes para as concentracdes de equilibrio [A]., € [B]ey, ambos de forma exponencial, e satisfazendo
o balanco de massas, que diz que a soma das concentracbes devem ser constante.

A figura abaixo mostra o resultado de uma simulacdo das equacdes diferenciais envolvidas, que possuem
os comportamentos esperados. Também mostramos os erros na simulacio (que sdo muito pequenos) no
balanco de massas e na concordincia com as solucdes analiticas que mostramos aqui. Nesta simulacdo
usamos [A]p =10, [B]o =2, k1 = 1.0 e k2 = 0.5.
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Para quem tiver curiosidade, o programa que faz esta simulacio e gera esta figura esta na pagina seguinte.



using Plots
function kinrev(CAO,CBO,k1,k2,time)

dt = 1.e-5

nsteps = round(Int64,time/dt)

t = Vector{Float64}(undef,nsteps)

CA = Vector{Float64}(undef,nsteps)

CB = Vector{Float64}(undef,nsteps)
error = Matrix{Float64}(undef,nsteps,3)

K = k2/k1
CAeq = (CA0+CBO)*(K/(1+K))
CBeq = CAO + CBO - CAeq

t[1] = 0.

CA[1] = CAO
CB[1] = CBO
error[1,1] = 0.

error[1,2] 0.
error[1,3] = 0.
for i in 2:nsteps
t[i] = t[i-1] + dt
CA[i]l = CA[i-1] - ( k1*CA[i-1] - k2*CB[i-1] )*dt
CB[i] = CB[i-1] + ( k1*CA[i-1] - k2#CB[i-1] )*dt
error[i,1] = ( CBO + CAO ) - ( CA[i] + CB[i] )
error[i,2] = ( (CAO-CAeq)*exp(-(k1+k2)*t[i]) + CAeq ) - CA[i]
error[i,3] = ( (CBO-CBeq)*exp(-(k2+k1)*t[i]) + CBeq ) - CB[i]

end

return t, CA, CB, error

end

CAO = 10.
CBO = 2.
k1 = 1.0
k2 = 0.5
time = 10

t, CA, CB, error = kinrev(CAO,CBO,k1,k2,time)

plot (layout=(2,1))

plot! (t,CA,label="[A]",linewidth=2,subplot=1)
plot!(t,CB,label="[B]",linewidth=2,subplot=1)
plot!(xlabel="Tempo",ylabel="Concentracao",subplot=1)

plot! (t,error[:,1],label="Balango de massas",linewidth=2,subplot=2)
plot! (t,error[:,2],label="[A]",linewidth=2,subplot=2)
plot!(t,error([:,3],label="[B]",linewidth=2, subplot=2)

plot! (xlabel="Tempo",ylabel="Erro",subplot=2)

savefig("./kinrev.pdf")

[Clique para baixar o cédigo]


http://leandro.iqm.unicamp.br/leandro/shtml/didatico/qf531/./kinrev.jl

