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27 resultados posibles

3x3x3
- Todos son igualmente probables.
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Entre los resultados posibles:

Bola 1 Bola 2 Bola 3 - wq»
ola ola o El nUmero “1” aparece: 27 veces

El nimero “2” aparece: 27 veces

El nUmero “3” aparece: 27 veces
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Numero 1 NUumero 2 Numero 3
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La probabilidad de encontrar una bola en particular
en el balde 1 es de un tercio (~33%)



Sorteo con restricciones

Bola 1 Bola 2 Bola 3
Nuevas reglas: A cada balde corresponde una “energia”.

1 1 3

1 2 2

2 1 2
“Energia del balde 1" = 2 2 1
“Energia del balde 2" =
“Energia del balde 3" =3

3 1 1

Solo son admisibles sorteos en que la energia total es 5

Hay, ahora, 6 resultados admisibles.



Sorteo con restricciones

Bola 1 Bola 2 Bola 3
Entre los resultados admisibles:
1 1 3
. , , El nUmero “1” aparece: 9 veces
1 3 1 El nUmero “2” aparece: 6 veces
R . R El nUmero “3” aparece: 3 veces
2 2 1 A
g—u—
3 1 1 64
34
, , , >
Numero 1 Numero 2 Numero 3

La probabilidad de que una bola esté
en el balde 1 es 9/18 = 50%



Sin restricciones

33%

33%

33%

Numero 1

Conclusion:

Si se pone como restriccidn en el sorteo una condicion sobre la

NUumero 2

Numero 3

>

Con restricciones

o4
64+ |50%
3.1
33%
17%
Numero 1 NUumero 2 Numero 3

suma de una propiedad de posibles resultados, los
resultados con mayores valores de esa propiedad se
hacen relativamente menos probables.

>



Gas (ideal) en un recipiente cerrado, con paredes conductoras de calor

T =25°C
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Fluctuaciones en la Temperatura =
Fluctuaciones en la Energia (cinética)
1 < 2\ _ 3
5 (Mmv > = S RT

En cada instante del tiempo, las moléculas del gas tienen un conjunto distinto
de posiciones y velocidades: microestados

A cada microestado corresponde una energia
PREGUNTA: Con que probabilidad se encuentra cada microestado?

(en particular, esto responderia cual es la distribucion de temperaturas)



Estrategia:

Construccion de un ENSEMBLE (conjunto) de sistemas, que forman como un
todo un sistema aislado

La energia TOTAL es constante.

Los sistemas intercambian calor.

HIPOTESIS:

Los sistemas se distribuyen en los
microestados posibles (posiciones
y velocidades) ALEATORIAMENTE

...pero...

LA ENERGIA TOTAL ES CONSTANTE




Estrategia:

Construccion de un ENSEMBLE (conjunto) de sistemas, que forman como un
todo un sistema aislado

Sorteo aleatorio de sistemas en sus posibles microestados,
donde cada microestado tiene una energia distinta, y hay
una restriccion sobre la energia total:

94
64
Sistemas: 00 3+
()
Microestados: ﬁ ﬁ ﬁ -
Numero 1 NUumero 2 Numero 3

RESULTADO: Microestados con energias menores
son mas probables que microestados con energias
mayores.



Estrategia:

Construccion de un ENSEMBLE (conjunto) de sistemas, que forman como un
todo un sistema aislado

RESULTADO: Microestados con energias menores
son mas probables que microestados con energias

mayores.
A

»

Numero 1 NGmero 2 Nimero 3

Resultado analitico: . —E/kT
(muchos sistemas, P(microestado) o< e
muchos microestados)
o—E/ET
P(microestado) =
< ) = 7T
microestados

Donde E es la energia del microestado.



Estrategia:

Construccion de un ENSEMBLE (conjunto) de sistemas, que forman como un
todo un sistema aislado

P(microestado) oc e~ E/FT

IR

P(microestado) = i

i Ze—E/kT

SO 2 1

Energia media del ensemble: M = 3 = 5+ . T=POByx 5+ P(7) x7

N

M =) P(i)A(:)

E)= 3 PE )= (S ) B

microestados



Energia media:

—E/kT

: e
P(microestado) = S o~ B/T

-5 (o)

Cuenta alternativa;

0 —Ei/kT 1 —E;/kT
31/ kT) hlze i S e—Ei/kT Ze e oy )

Q = Z o~ Bi/kT

O0ln Q)
0(1/kT)

(E) =



Propriedades termodinamicas:

Oln ()
- 9(1/kT)

(E) =

Postulado: La energia media del ensemble es la
energia interna termodinamica.

= (6?1%) ) o

... otras asociaciones adecuadas ...

OlnQ
oT . A:—leHQ

?

Oln(Q

p:kT( ) S =kl kT
WV ) ne +

3

Cantidad fundamental: Q — E e L /kT “Funcion de particion”



Termodinamica estadistica vs. realidad

T = 25°C |

VS.

Las propriedades medias NO
resultan de ningun sorteo aleatorio,
pero de las propriedades mecanicas
del sistema.

Hipotesis: Las propriedades calculadas como medias de los sorteos
en el ensemble corresponden a las propriedades termodinamicas

ESTA HIPOTESIS SE VERIFICA EXPERIMENTALMENTE



Termodinamica estadistica vs. realidad

>

temperatura

Tiempo? tiempo

Hay que hacer alguna suposicion sobre la
manera como el sistema evoluciona en el tiempo...

Hipotesis ergodica

Dada una propriedad A, el sistema pasa un tiempo en microestados
con valor A = A’ proporcional al numero de microestados donde A=A’

0
El sistema pasa por todos los microestados antes de

volver al microestado inicial
(implica que todos los microestados son igualmente probables)




Termodinamica estadistica vs. realidad

>

temperatura

tiempo

Hipotesis ergodica

Las medias de propriedades calculadas sobre el ensemble
corresponden a las medias calculadas sobre el tiempo si la trayectoria
es suficientemente larga.

- Observacion (simulacion) en el tiempo permite el
estudio de propriedades usando la mecéanica estadistica

- Esta hipotesis puede ser puesta a prueba haciendo
solamente simulaciones (ensembles vs. dinamica).



Resumen R=ase

Pregunta: Como calcular propriedades de sistemas macroscopicos
a partir de sus propriedades microscopicas?

Estrategia: Construir conjuntos (ensembles) de sistemas
equivalentes, y suponer que los sistemas se distribuyen
aleatoriamente entre sus posibles estados microscopicos,
satisfaciendo condiciones necesarias del conjunto.

Hipoétesis: Las propriedades calculadas a partir del resultado de T OlnQ
este sorteo corresponden a propriedades termodinamicas. I o .

temperatura

Hipétesis: Las medias calculadas a partir del sorteo corresponden
a medias temporales: dinamica

tiempo



Tipos de ENSEMBLES
Los sistemas deben satisfacer las propriedades termodinamicas de interés

Ensemble NVT : “Candénico”

Q i Ze—Ei/kT

A= —kTIn Q o Ensemble NVE
| “Microcanonico”

Energia constante.

T T variable
Ensemble uVT: “Grande canénico” o @ p variable
2= Y wN-Bk
microestados

Ensemble NpT
“Isotérmico-isobarico”

A Z e—(pV—i—E)/kt

microestados

G =—kTInA







SIMULACIONES

>

temperatura

: >
tiempo
Propriedades termodinamicas
/ ergOd|C|dad\A
Medias sobre conjuntos > Medias temporales
Muestreo aleatorio de microestados Muestreo de configuraciones

(configuraciones) a lo largo del tiempo



SIMULACIONES

Propriedades termodinamicas

Medias sobre conjuntos > Medias temporales
Muestreo aleatorio de microestados Muestreo de configuraciones
(configuraciones) a lo largo del tiempo

Dinamica ... Molecular



SIMULACIONES DE MONTE-CARLO (ESTOCASTICAS)
Ejemplo: Liquido contenido en recipiente
con volumen y temperatura constantes.

Objetivo: Calcular el valor de una propriedad cualquiera.

(por ejemplo: la energia interna)

— V=B NP s AN PR

microestados energias

Probabilidad

[ [ 1
Energia




SIMULACIONES DE MONTE-CARLO (ESTOCASTICAS)

>

}‘/’wbconjunto con Ty V determinados E=V +K

Ty
¥
=
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ke
3 E
U
> E
E
— P s A
Posiciones ©
=2
2
Como hacer un sorteo de sobre 2
los microestados que respete la A=
probabilidad relativa de cada region?
] ]
Energia

Para T definido, K=constante: P; oc e~ Fi/FT — o= K/kT o=Vi/kT  o=Vi/kT



SIMULACIONES DE MONTE-CARLO (ESTOCASTICAS)

Como hacer un sorteo de sobre
los microestados que respete la
probabilidad relativa de cada region?

[A] o kB——>A

[B] B kA—>B
[A]kA——>B — [B]kB——nil

$ A f5ubconjunto con Ty V determinados
o
Y]
e,
. menor
% densidad
> mayor
densidad .
ens
— >
Posiciones
Y
P, = “_F;;H
? \/
o= By /KT
P; = 0
. —V; kT
P(i—j) e v



SIMULACIONES DE MONTE-CARLO

Como hacer un sorteo de sobre
los microestados que respete la
probabilidad relativa de cada regién?

P(i—j) P _ o~ (Vi=Vi)/kT

/ subconjunto con Ty V determinados

>

menor
densidad

Velocidades

Definir probabilidades de transicion consistentes

- Empiezo en un dado i

- Genero un nuevo punto

- Si Pj > Pi aceptoj (con probabilidad 1)

"= - Si Pj < Pi aceptoj con probabilidad Pj/Pi

Este proceso genera poblaciones de i y j con las proporciones correctas

Como la tasa de aceptacion es 1 en una direccion, y e~ Vi=Vi)/ET gna otra,

|la tasa relativa es correcta.



SIMULACIONES DE MONTE-CARLO

- Empiezo en un dado i P(i — j) —(V;—Vi) /T
: ~ — € 7ot
- Genero un nuevo punto j P(] — Z)
- Si Vj > Vi acepto j con probabilidad Pj/Pi
- Si Vj < Vi acepto; (con probabilidad 1)
(¥
© o ofiot : ©
C ® ® o SiPi<Pio c c
® 6" o -0 Pj/Pi > rand[0,1] e °.° o iiws
[ .
o ® =6 | @ > ©g ©
o o ©

Si no, vuelvo a la estructura anterior

» = Crear una nueva estructura
(generalmente perturbando la anterior)



SIMULACIONES DE MONTE-CARLO

c o
009 °°°o o © o © o
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e o (™ oce
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900 0900 o © eoe

Conjunto de estructuras que son un muestreo correctamente ponderado del conjunto total

»

Probabilidad

Energia

- Calculo de propiedades que no son explicitamente dependientes del tiempo.

- Si la hipotesis ergddica es correcta, las propriedades calculadas corresponden
a las medias temporales sobre la evolucion dinamica del sistema



SIMULACIONES

Propriedades termodinamicas

Medias sobre conjuntos > Medias temporales
Muestreo aleatorio de microestados Muestreo de configuraciones
(configuraciones) a lo largo del tiempo

Dinamica ... Molecular



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR

1 - Como los objetos interacttan: . Q

mgm;
Fij(rij) = G—3-
]
2 -Posiciones y velocidades iniciales: 30 de Junio de 2009, 18h 37m 54s ...

3 - Integracion de las ecuaciones de movimiento:

i=F/m
5t + At) = 3(t) + a(t) At
Tt + At) = Z(t) + T(t) At + =ad(t) At?




SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR

v—q (ow 0 %A o
‘/\ ( ) )' { .( ( )V\

| * » - {LA AJ«}' ')\ Interacciones intra e inter-moleculares
k('“’"*> -(-m-z-*’“

_\r v 1{; _’}. ? . +  Propiedades medias

'i?“" ~ D e {‘*“’" o “‘ ? Condiciones termodinamicas

N /5 L "‘4) Ty ) 7'\

:‘ﬁ{(j. V) } T .} } Rl 7’ Escalas de tiempo (pico, nano, mili-segundos)
“ b _ -.;: a o : ( L /.\ /.\ __‘ )

% 7 2

/\t :delorden defs(10**s) -1 0 2 fs para simulaciones

0 atomisticas
F(t) = f(Z)

a=F/m En el intervalo/A¢ los &tomos se mueven con

Tt + At) = T(t) + at)At

F(t + At) = E(t) + T(t) AL + %a(t) AL2 aceleracion constante: aproximacion




SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR

N oy AT R Sin aproximaciones,_las ecuaciones de Newton
N TR AT AL S A S conservan la energia:
» IO S SR __f(ﬂ__)-- et
B e Y S W R
(J\(_). LAY, _<'~.’"\,)\.f-.\? L _
-r;:./)-\;-w_‘-\’ N N Segunda lei de Newton: F = ma
- )&4 » At b A ')\LJ)-A\;AJ\-*
CATA Ly Ay <Oy 27 av
YTy P ol dia . V = [ Fdx
< o A —
A ol e | A~ /\,‘R/‘“\.,__ \r_\)
P e A AT I T Ty ox
2
1, dU dV(z) 1 d (dx
U=Vt gmt == Te"a \ar) T

dt 2 dt a2 )|

\ dV y )daz dV N oV \ dx
f0) = F0 = — 4+ (ma)— = — — —
S dt dt  dt Ox ) dt
T(t + At) = T(t) + alt) At dV dV
F(t + A) = F() + H(HAL + (1) AP = — — — =0

N dit dt cqd




SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR

- N
Ay (4(,‘-/.\)' T« 1’1'\’7’\('\-
LT SRR F S O S
{ . — » 4 .\/L./'\ AJ)((A
.r/,\(_).})-) > CTCPTYy _r};
SRR \‘;;1) ENTREN
il Jia S AP

En general, NO QUEREMOS energia constante...

Queremos Temperatura constante

Ex. Monte-Carlo: PP, e~ Vi/kT

Como mantener la TEMPERATURA constante, si la integracion de las equaciones
conserva la ENERGIA TOTAL?

TERMOSTATOS
Isocinético
Berendsen
Noose-Hover

Langevin

-
-

Rescalonamiento de las velocidades
No generan ensembles correctos

Modificacion de las ecuaciones de movimiento
Generan ensembles correctos



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR
o o, YT ov v TERMOSTATOS
{ L

. Isocinético:

’ , » -9 .
-7 ? o Ch A Ay A A cada tanto, reescalonar las velocidades de modo

ol Ba D % MRS W
ATy Ay <¥<>»"» r7» que correspondan a la temperatura deseada.

-

<>y 2 P Al A N
» ./L_r/'\)/:‘a'\.\'/j/\.(:\“( \/‘\rj\, SkT 1m/U2 1 Z 1m ’U2
T 4T, 2 2 N <2
N N
1 1 2 21 1 s /1 o\ 3. .5
N 2 gmiOu) = 2 gmi = (gm") = 5PT
T 1 L1 3 T 3
Cy = /20 — Y omi(wy)? = Sk—=T = ZkT,
Usando: )\ — ik N 2 zm@( Uz) o™ 9 0

/T
O sea, multiplicar todas las velocidades por -9 hace con que la energia cinética media
corresponda a la temperatura deseada. T



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR

L A T
[ T S 4 R G ». .
AT Ay Ay Ty 2Ty
BE SRS IRAR S YP N LI SN
L e T RS A

TERMOSTATOS
A\ =

Isocinético:

A cada tanto, reescalonar las velocidades de modo
gue correspondan a la temperatura deseada.

tiempo

1o

T(t)

tiempo



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR

:,A()}))>F'>> .{/"‘/.\/)\"\}, T_&:
v Y _
— P 4 '\f\‘;_? o .\’)TJ\ N
T e DYy 1 1
A Ay Ty Ty 2T — —m; (Av;)
< » — r N ? ?
2 ISR 1=1

Instantaneamente llevade 7' a 7T A= ] ——

Llevade 7" a T, lentamente, dependiendo del valor de T

At : paso de tiempo de la integracién numérica

At (T, 1/2
A = [1 + ( o _ 1)]
T \T(¢) 7 : constante de acoplamiento del termostato

T >> At



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR
-~ VT '\":f.'\,;\,,: TERMOSTATOS

| | Pl
- A LA /‘%)(_rf' Berendsen:

p )
S » 4"
S
PRI SR RPN PN N
ATy Ay YTy 2Ty — Y —m;(\vy)
SIS Y — r -2 v v
<P PPN )
f ..(3—* /’\—J\, .
= g v =1

Dinamicas que no generan formalmente un ensemble canonico

Importante para sistemas con pocas particulas:
Grandes fluctuaciones de temperatura

Menos importante para sistemas con muchas particulas:
Pequenas fluctuaciones de temperatura

Mejor NO usar estos termostatos en simulaciones productivas.



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR

TERMOSTATOS QUE MUESTREAN BIEN

- particula virtual

O particula real



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR
TERMOSTATOS QUE MUESTREAN BIEN

Termostato (o dinamica de) Langevin:

La particula real estad imersa en
un bafo de particulas virtuales, mucho

. menores

- Movimiento Browniano

Componentes: 1. Las particulas son desaceleradas por la friccion
2. Las particulas sufren choques estocasticos

dV; Choques estocasticos de un bafo

I = — xm;v; + f(To) R(t) j> con temperatura T,

B diBZ

Variable aleatéria (gaussiana)
con média 0 y desvio standard 1

Friccién R(t)
proporcional a la velocidad
)\ = coeficiente de friccion



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR
TERMOSTATOS QUE MUESTREAN BIEN

Termostato (o dinamica de) Langevin:

La particula real estad imersa en
un bafo de particulas virtuales, mucho

. menores

- Movimiento Browniano

Foe Wi s + (TR

Ly

Implementacion:
At tiene Fj constante.
Friccion

po Ve T
i — z, m;v; /

v(t + At) = v(t) + V/2AKTH AtR(t)

Cambios instantaneos de velocidad




Fin Clase 1



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR

TERMOSTATOS QUE MUESTREAN BIEN

Nosé-Hover: [ = V(7) + K (V)
1
U= Vi(@+)> S miv;

L alu d*z
Movimiento: % = —m@ Interaciéon con
atomos “virtuales

U:ZVZ-]-+ Z %mv,?Jr Z Vi + Z %mv?

pares atomos atomos virtual

1 1
> Vu=N{Vu) (V)= -kTylns Y gmuv) =M

atomos virtual

1 1 Se propagan las
U = Z Vij + Z imv? — NEKIylns + §MU§ posiciones para los

pares 4tomos atomos reales y para s



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR

TERMOSTATOS QUE MUESTREAN BIEN

o @ ol Nosé-Hover:
® ® 1 |
. U= Vi —mv; — NkTylns + = Mv?
® @ - Z ij + Z 5 MW 008+ 5 Mg
© pares atomos
&
) ¢ Se propagan las posiciones para los atomos reales y para s

La energia total U se conserva para el sistema completo.

Los atomos reales estan en contacto térmico con el
sistema virtual. (Hay transferéncia de energia entre los
grados de libertad de los atomos reales y los de s).

La energia de los atomos reales oscila alrededor de la
la energia interna termodinamica a la temperatura
deseada.

EL SISTEMA COMPLETO ES MICROCANONICO, PERO EL SISTEMA REAL ES CANONICO
(energia constante) (temperatura)



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR

TERMOSTATOS QUE MUESTREAN BIEN*

*Las estructuras, como
una simulacion de MC

Pero la dinamica del
sistema puede no ser
mas realista.

Propiedades dinamicas
generalmente se
obtienen de simulaciones
NVE.



SIMULACIONES DE DINAMICA MOLECULAR

AT T ;-/,\,»._"-;4,'\, *’:f | ";," TERMOSTATOS

s R At
RS -/'.'*-_%f»(_raj Isocinético:

-

~ : >
S AD IR TP N S S
» ?- aTA ) N SN s ]

Aol A A Y Y Ty T

tiempo

. -
| tiempo

h-<
tiempo

1

§mv2> =0
1

—mfv2> = 2.3
1

—m’02> = 4.7

Wt gia A dy A4y Acada tanto, reescalonar las velocidades de modo
AT Ay Ay <¥«<»7» r7» que correspondan a la temperatura deseada.

No sabemos, al principio,
cual es la energia total

a la cual correspondera
una energia cinética
media adecuada.

Energia total =
energia interna termodinamica
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